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2d N=(2,2)超对称自上世纪80年代弦论的世界面场论的研究兴起，由

镜像对称性的发现达到顶峰。镜像对称性是两个不同手征的2d N=(2,2)超

对称理论的对应，进一步推广到两个卡拉比-丘（Calabi-Yau）空间的对应。

这一对应不仅有很漂亮的数学结构，也有丰富的物理内涵。我将简要概述

人们对2d N=(2,2)超对称的研究和镜像对称性的表述和相关性质。

目录

1 2d N=(2,2)超对称的超空间语言 2

2 构建作用量 3

2.1 D term . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 F term和twisted F term . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3 2d N=(2,2)场论的例子 5

3.1 D term和F term的构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.2 以旋量场和标量场作为第一性的自由度 . . . . . . . . . . . . . 6

3.3 全局对称性的分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

4 从超对称代数再看2d N=(2,2)理论 8

5 镜像对称性 9

5.1 镜像对称性的叙述 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1



1 2D N=(2,2)超对称的超空间语言 2

5.2 N=(2,2)超共形代数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

5.3 何以为“镜” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1 2d N=(2,2)超对称的超空间语言

我们先考虑一个欧氏平面R2,并引入时空坐标，

x0 = t, x1 = s (1)

同时取平直的具有闵氏号差的度规

η = diag(−1, 1) (2)

为了定义超空间，我们引入Grassmann数的坐标

θ±, θ̄± (3)

这里用θ̄代表θ的复共轭。一个二维的Lorentz变换是对实数坐标的一个双曲

转动，考虑到Grassmann坐标的性质，有

θ → e±
γ
2 θ± (4)

同时Grassmann数本身具有反对称性，对复共轭同样具有这样的反对称性。

我们可以由此定义超场(superfield)，因为Grassmann数自身相乘得到0，由

此展开超场为

F(x, θ, θ̄) = f0(x
0, x1) + θ+f+(x

0, x1) + θ−f−(x
0, x1)+

θ̄+f
′

+(x
0, x1) + θ̄−f

′

−(x
0, x1) + θ+θ−f+−(x

0, x1) + ...
(5)

同样我们也可以在超空间上引入微分算符，并且计算这些微分算符的对易

关系：

Q± =
∂

∂θ±
+ iθ̄±∂± (6)

Q̄± = − ∂

∂θ̄±
− iθ±∂± (7)

计算得到

{Q±, Q̄±} = −2i∂± (8)
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这里我们用∂±简记
1
2
(∂0 ± ∂1) 同时定义另一组微分算符为

D± =
∂

∂θ±
− iθ̄±∂± (9)

D̄± = − ∂

∂θ̄±
+ iθ±∂± (10)

显然也可以得到这组算符的对易关系

{D±, Q±} = 0 (11)

{D±, D̄±} = 2i∂± (12)

超场有两种旋转操作，我们通常记作向量型（V,Vector）和轴型（A,Axial），

分别为

eiαFV : F(xµ, θ±, θ̄±) → eiαqV F(xµ, e−iαθ±, eiαθ̄±) (13)

eiαFA : F(xµ, θ±, θ̄±) → eiαqAF(xµ, e∓iβθ±, e±iβ θ̄±) (14)

其中qA和qV称为R-charge.我们也可以在此时定义手征和反手征（chiral和antichiral）

的超场

D̄±Φ = 0 (15)

D±Φ̄ = 0 (16)

显然手征和反手征限制了超场可以取的项。同时定义了twisted的超场和反

超场

D̄+U = D−U = 0 (17)

D+Ū = D̄−Ū = 0 (18)

这也限制了超场可以取的项。

2 构建作用量

2.1 D term

我们所谓的构建作用量，即需要找到在超对称变换

δ = ϵ+Q− − ϵ−Q+ − ϵ̄+Q̄− + ϵ̄−Q̄+ (19)



2 构建作用量 4

下保持不变的作用量。一种简单的构造来自∫
d2xd4θK(Fi) =

∫
d2xdθ+dθ−dθ̄−dθ̄+K(Fi) (20)

我们将超对称变换作用上去，只写第一项，后面同理，其中K(Fi)是一个有

关超场的可微的函数∫
d2xd4θϵ+(QiFi)

∂K

∂Fi

=

∫
d2xd4θϵ−(

∂

∂θ−
+ iθ̄−∂−)K(Fi) (21)

回顾Grassmann数的积分规则，d4θ只有在全部θ都有的时候才非0，这说明

第一项是0，第二项对x是全微分项，可以作为边界儿忽略。显然这种项是

变换不变的，我们称之为D term。

2.2 F term和twisted F term

另一种项用手征超场的全纯函数构造，我们用W (Φi)来记这种全纯函

数， ∫
d2xd2θW (Φi) =

∫
d2xdθ−dθ+W (Φi)|θ̄±=0 (22)

将变换作用上去之后，先考虑ϵ±项

±
∫
d2xdθ−dθ+ϵ±(

∂

∂θ∓
+ iθ̄∓∂∓)W (Φi)|θ̄±=0 (23)

这和D term是一致的：前项没有全部的θ，后项在x中是全微分项，因此也

等于0。再考虑ϵ̄±项

∓
∫
d2xdθ−dθ+ϵ̄±(D̄∓ − 2iθ±∂±)W (Φi)|θ̄±=0 (24)

第一项由于我们假设了W (Φi)是全纯函数，因此也是0，第二项仍然是x的

全导数，因此这样构造的项也是超对称不变的，我们称之为F term.同理，

对于 ∫
d2xd2θ̃W̃ (Ui) =

∫
dxdθ̄−dθ+W̃ (Ui)|θ̄+=θ−=0 (25)

也因为同样的理由是超对称不变的，这样的项我们称之为twisted F term。
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3 2d N=(2,2)场论的例子

3.1 D term和F term的构造

我们先考虑一个手征场，由于定义，因此展开可以确定为

Φ = ϕ− iθ+θ̄+∂+ϕ− iθ−θ̄−∂−ϕ− θ+θ−θ̄−θ̄+∂+∂−ϕ

+θ+ψ+ − iθ+θ−θ̄−∂−ψ+ + θ−ψ− − iθ−θ+θ̄+∂+ψ− + θ+θ−F
(26)

若我们假设基本的D term为

Skin =

∫
d2xd4θΦ̄Φ (27)

因此有

Φ̄Φ|θ4 = −ϕ̄∂+∂−ϕ+ ∂+ϕ̄∂−ϕ+ ∂−ϕ̄∂+ϕ− ∂+∂−ϕ̄ϕ

+iψ̄+∂−ψ+ − i∂−ψ̄+ψ+ + iψ̄−∂+ψ− − i∂+ψ̄−ψ− + |F |2
(28)

分部积分得到

Skin =

∫
d2x(|∂0ϕ|2−|∂1ϕ|2+ iψ̄−(∂0+∂1)ψ−+ iψ̄+(∂0−∂1)ψ++ |F |2) (29)

再考虑F term

SW =

∫
d2xd2θW (Φ) + c.c (30)

这时的W (Φ)也常被称做超势(superpotential)，根据我们上面对Φ可能的项

的分析，此时可以得到

W (Φ)|θ2 = W
′
(ϕ)F −W

′′
(ϕ)ψ+ψ− (31)

因此得到

SW =

∫
d2x(W

′
(ϕ)F −W

′′
(ϕ)ψ+ψ− + W̄

′
(ϕ̄)F̄ − W̄

′′
(ϕ̄)ψ̄−ψ̄+) (32)

总的理论的作用量即此时的F term和D term之和，我们将其形式写作

S =

∫
d2x(|∂0ϕ|2 − |∂1ϕ|2 − |W ′

(ϕ)|2 + iψ̄−(∂0 + ∂1)ψ− + iψ̄+(∂0 − ∂1)ψ+

−W ′′
(ϕ)ψ+ψ− − W̄

′′
(ϕ̄)ψ̄−ψ̄+ + |F + W̄

′
(ϕ̄)|2)

(33)
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3.2 以旋量场和标量场作为第一性的自由度

F一直是我们引入的辅助标量场，这时候可以解出F的运动方程为

F = −W̄ ′
(ϕ̄) (34)

从另一个角度看，我们这时候得到了超场的费米部分（ψ）和玻色部分（ϕ）

的一个有关超势的作用量，如果我们认为这个旋量场和标量场是第一性的，

而非超场是第一性的，我们可以将超场的超对称变换写作此时的标量场，

旋量场和辅助场分别的变换

δϕ = ϵ+ψ− − ϵ−ψ+ (35)

δψ± = ±2iϵ̄∓∂±ϕ+ ϵ±F (36)

δF = −2iϵ̄+∂−ψ+ − 2iϵ̄−∂+ψ− (37)

回顾我们理论的基本假设，理论是一个2d的世界面场论，同时此时的旋

量Ψ是Weyl旋量，由旋量代数的表示我们知道，此时的Weyl旋量只有一个

复自由度，因此此时我们直接作为复数就可以计算。但是，一个复自由度

等价于两个实自由度，同时又有两个空间维度，因此一共有四个不同的守

恒流，而每个守恒流写作复数形式，但和其复共轭并不独立，我们显式写

出来：

G0
± = 2∂±ϕ̄ψ± ∓ ψ̄∓W̄

′
(ϕ̄) (38)

G1
± = ∓2∂±ϕ̄ψ± − iψ̄∓W̄

′
(ϕ̄) (39)

Ḡ0
± = 2ψ̄±∂±ϕ± iψ±W

′
(ϕ) (40)

Ḡ1
± = ∓2ψ̄±∂±ϕ± iψ∓W

′
(ϕ) (41)

我们因此可以得到守恒荷

Q± =

∫
dx1G0

±, Q̄± =

∫
dx1Ḡ0

± (42)

在超对称变换下守恒荷以旋量形式变换

Q± → e∓
γ
2Q±, Q̄± → e∓

γ
2 Q̄± (43)

此即N=(2,2)超对称变换的守恒荷（之后简记为超荷）
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3.3 全局对称性的分析

回顾我们之前定义的axial rotation，如果我们将axial rotation的charge设

为0则

eiαFA : Φ(xµ, θ±, θ̄±) → Φ(xµ, e∓iβθ±, e±iβ θ̄±) (44)

我们可以发现：由于θ4 = θ+θ−θ̄+θ̄−和θ2 = θ+θ−都是axial不变的，因此这

个作用量也是axial不变的。如果我们将超场的axial变换写成对旋量场和标

量场分别同时的axial变换，

ϕ→ ϕ, ψ± → e∓iβψ± (45)

则对应的守恒流为

J0
A = ψ̄+ψ+ − ψ̄−ψ− (46)

J1
A = −ψ̄+ψ+ − ψ̄−ψ− (47)

我们也可以定义守恒荷

FA =

∫
J0
Adx

1 (48)

利用旋量场和标量场在axial rotation下的变换，我们可以发现超荷此时是

如何变换的

Q± → e∓iβQ±, Q̄± → e±iβQ̄± (49)

现在考虑vector rotation

eiαFV : F(xµ, θ±, θ̄±) → eiαqV F(xµ, e−iαθ±, eiαθ̄±) (50)

由于对θ2有

θ2 → e−2iαθ2 (51)

则对

W (Φ) = cΦk (52)

时，需要令

qV =
2

k
(53)

使整个作用量不变，此时

ϕ→ e(2/k)iαϕ, ψ± → e((2/k)−1)iαψ± (54)
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即有守恒流

J0
V = (2i/k)(∂0ϕ̄ϕ− ϕ̄∂0ϕ)− (2/k − 1)(ψ̄+ψ+ + ψ̄−ψ−) (55)

J1
V = (2i/k)(−∂1ϕ̄ϕ+ ϕ̄∂1ϕ) + (2/k − 1)(ψ̄+ψ+ − ψ̄−ψ−) (56)

守恒荷为

FV =

∫
J0
V dx

0 (57)

超荷在vector rotation下的变换为

Q± → e−iαQ±, Q̄± → eiαQ̄± (58)

4 从超对称代数再看2d N=(2,2)理论

将我们上面完全从场论的角度理解的超对称，转化为代数角度的超对

称，需要做的是将最开始的超场的微分算符Q和此时的超荷Q建立自然的
同构，即对之前的

δ = ϵ+Q− − ϵ−Q+ − ϵ̄+Q̄− + ϵ̄−Q̄+ (59)

作用在某个观测量O上时，我们应当建立关联形如

δO = [δ̂,O] (60)

而上式中的δ̂为

δ̂ = iϵ+Q− − iϵ−Q+ − iϵ̄+Q̄− + iϵ̄−Q̄+ (61)

我们此时也有时空本身要求的对称性，即哈密顿算符H，动量算符P，角动

量算符M，综合起来我们有2d N=(2,2)超对称理论的代数结构

Q2
+ = Q2

− = Q̄2
+ = Q̄2

− = 0{
Q±, Q̄±

}
= H ± P{

Q̄+, Q̄−
}
= {Q+,Q−} = 0{

Q−, Q̄+

}
=

{
Q+, Q̄−

}
= 0

[iM,Q±] = ∓Q±,
[
iM, Q̄±

]
= ∓Q̄±

[iFV ,Q±] = −iQ±,
[
iFV , Q̄±

]
= iQ̄±,

[iFA,Q±] = ∓iQ±,
[
iFA, Q̄±

]
= ±iQ̄±.

(62)
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此时我们的理论只是2d的，因此

Q†
± = Q̄± (63)

我们同时可以定义中心荷

{Q̄+, Q̄−} = Z, {Q+,Q−} = Z∗ (64)

{Q−, Q̄+} = Z̃, {Q+, Q̄−} = Z̃∗ (65)

5 镜像对称性

5.1 镜像对称性的叙述

我们在上文中分析了2d N=(2,2)理论中的离散对称性和Lorentz对称性，

这些对称性在其他理论中都存在，是相对来说平凡的。除此之外，在2d

N=(2,2)理论中还存在一种并不平凡的对称性，即镜像对称性。回顾上一

节中我们推导的超对称代数的后半部分，如果我们对代数做

Q− → Q̄−

FV → FA

Z → Z̃

(66)

而其他所有生成元保持不变，则超对称代数本身也保持了不变，但此时对

应的两个理论是不同的。如此关联的两个理论就互为镜像理论，这样的对

称性也称为镜像对称性。

5.2 N=(2,2)超共形代数

如果我们将N=2的超对称代数和2d的共形代数（Virasoro代数）结合，

便成为了2d超共形场论的代数结构。其生成元包括：

• 能量-动量张量 T (z)

• 两个超流 G±(z)
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• U(1)流 J(z)

由于此时的N=2理论包含了共形场论，我们用共形场论中常用的算子乘

积展开方法表达其代数关系，而不用生成元的方法表达，其算子乘积展

开(OPE)关系为：

T (z)T (w) ∼ c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
(67)

T (z)G±(w) ∼ 3/2G±(w)

(z − w)2
+
∂G±(w)

z − w
(68)

T (z)J(w) ∼ J(w)

(z − w)2
+
∂J(w)

z − w
(69)

J(z)G±(w) ∼ ±G
±(w)

z − w
(70)

G+(z)G−(w) ∼ 2c/3

(z − w)3
+

2J(w)

(z − w)2
+

2T (w) + ∂J(w)

z − w
(71)

这些量对应的模式展开为：

T (z) =
∑
n∈Z

Ln

zn+2
, G±(z) =

∑
r∈Z+ν

G±
r

zr+3/2
, J(z) =

∑
n∈Z

Jn
zn+1

(72)

其中ν = 0（R sector）或ν = 1/2（NS sector）。由于N=(2,2)超共形代数是

两个N=2超共形代数的组合，我们先在N=2定义手征算子，若

G+
−1/2ϕ = 0, L0ϕ =

1

2
J0ϕ (73)

则称为一个primary的手征算子，反之若

G−
−1/2ϕ = 0, L0ϕ =

1

2
J0ϕ (74)

则称为一个primary的反手征算子。而所有手征算子有一个有限维交换环结

构，称之为手征环

Rc =
⊕

0≤q≤c/3

R(q)
c (75)

其中q为U(1)荷，满足h = q
2
。手征环在算子乘积下封闭：

ϕi × ϕj =
∑
k

Ck
ijϕk (76)
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5.3 何以为“镜”

在一个Calabi-Yau流形上，同样有类似的环结构，即Dolbeault上同调

环。在90年代，人们发现刚才定义的手征环和上同调环是互相对应的，即

将每个primary的手征算子对应一个流形上的微分形式，将G+和G−生成元

对应为流形的外微分算符，

1. 算子-形式对应：将费米场ψi对应到切丛的基 ∂
∂zi
，ψ ı̄对应到余切丛

的基dz̄i。手征初级算子：

ϕ = ϕi1···ip ȷ̄1···ȷ̄qψ
i1 · · ·ψipψȷ̄1 · · ·ψȷ̄q (77)

对应(p, q)-形式。

2. 上同调条件： G+的零模条件G+
−1/2ϕ = 0对应∂̄闭性：

G+ ↔ ∂̄, G− ↔ ∂ (78)

这样完成了一个手征环和上同调环的对应

Rcc
∼=

⊕
p,q

Hp,q(X) (79)

Rac
∼=

⊕
p,q

Hp,n−q(X) (80)

其中a代表anti-chiral（反手征），c代表chiral（手征）。而我们在前四节对

世界面形式的超对称场论叙述的镜像对称性中恰好将反手征和手征在镜像

对称性下连接了起来，即

Q− → Q̄−

FV → FA

Z → Z̃

(81)

这就意味着不仅手征环和反手征环应该是同构的，流形上的这两个上同调

环也应该是同构的！

hp,q = hn−p,q (82)

其中n为流形的维度，这个有关上同调群维度（hodge数）的叙述即镜像对

称性的几何叙述。在数学对复流形的描述中，经常把这些hodge数写成一个

菱形的形式，即hodge diamond
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h0,0

h1,0 h0,1

h2,0 h1,1 h0,2

...
...

hn,0 · · · h0,n

...
...

hn,n−1 hn−1,n

hn,n

其中hp,q = dimHp,q(M)。对于3维的Calabi-Yau流形，这个hodge diamond简

化为

1

0 0

0 h1,1 0

1 h1,2 h2,1 1

0 h1,1 0

0 0

1

可见这里的对称性

hp,q = hn−p,q (83)

即将这个hodge diamond沿着-45度的方向镜像反转，这就是镜像对称性这

个名字的由来。
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